Temab

Interpolacion

5.1 Introduccion a la interpolacion de funciones.
5.1.1 Polinomio interpolador.

Se llama interpolacion al proceso matematico consistente en aproximar una funcion de la
que so6lo se conoce su valor (y quizé alguna de sus derivadas) en un conjunto finito de
puntos.

Este proceso consiste en encontrar una funcién de una familia dada (normalmente un
polinomio) que coincida con la funcion a aproximar en todos los datos conocidos.
La idea fundamental del problema viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Sean x,...., Xp€[a,b] numeros distintos y mi>0 un entero no negativo asociado
a xi para i€{0, ..., n}. Sea f:[a,b] >R m veces derivable en [a,b] donde m=max{m,, ", my,}.

n
Entonces existe un unico polinomio P de grado §n+2ml. que coincide con fy con sus
i=0

derivadas de orden <m; en X para cada para i€ {0, ..., n}.
PO(x))=9(x)) 0<i<n 0<k<m;
Demostracion:

Sea g= n+2ml. y consideremos los espacios vectoriales RE™ vy R,[X], espacio de los
i=0
polinomios de grado <g. Ambos tienen dimension g+1.

Sea la aplicacion lineal T:R [X] — R
P = (P(x))sees P (X)), P(x,),.., P ()
Veamos que es inyectiva:

Sea PeKer(I'). Entonces:
I (P)=(0,...,0) = P(x;))=-= P" (x))=0 = (x—x,)""" [P(x)

Asi (x—x,)""(x—x )" |P(x), donde el polinomio de la izquierda tiene grado g+1. Al

ser gr(P)< g se concluye que P(x)=0 y que I" es una aplicacion lineal inyectiva.

Al tratarse de dos espacios vectoriales de la misma dimension, toda aplicacion lineal
inyectiva es un isomorfismo.

Asi pues: V(Yo,- - .,ag)eRg+1 existe un tnico PeR,[X]con I" (P)= (yo,...,ye)
Aplicando esto a (f(x,)s..or £ (% )seees f (X)), £ (x,)) se Obtiene el resultado.
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Notacion 5.2 Cuando sea necesario, para expresar lo anterior, diremos que las dos
funciones coinciden en los puntos X,, ***, X0, X1, ", X1, **, Xpn, ", Xp, repitiendo cada punto
m;+1 veces.

Observacion 5.3 Noétese que en el teorema 5.1 se han dado m;+1 condiciones en cada
n

punto, con lo que el nimero total de condiciones es n+1+Zml., que es el nimero de
i=0

coeficientes que tiene un polinomio del grado indicado.

El resultado anterior justifica la siguiente definicion.

Definicion 5.4 Sean X,....,xn€[a,b] numeros distintos y m>0 un entero no negativo
asociado a x; para 1€{0,....,n}. Sea f:[a,b] >R m veces derivable en [a,b] donde

m=max{m,, ..., mp}. Se llama polinomio interpolador de f para los datos indicados al

n
unico polinomio P de grado §n+2mi que coincide con [y con todas sus derivadas de
i=0

orden <mj en X; para cada para i€ {0,...,n}. Los valores myt+1, -, my+1 reciben el nombre
de orden de contacto de la funcion y el polinomio interpolador en los puntos X,, ***, Xn
respectivamente.

PO(xp)=fM(x;) 0<i<n 0<k<my;

El coeficiente de grado mdximo del polinomio interpolador recibe el nombre de diferencia
dividida de f en los puntos X, **, Xo, X1, ***, X1, ***, Xn, **, Xn ¥ S€ denota por f[Xo, ***, Xo, X1, ***,
X1, 7 Xny "7 Xn]-

Observacion 5.5 Llamando P al polinomio interpolador de f en los puntos x,, -, X, (puntos
iguales o distintos) su n-ésima derivada es PP(x)= n!f[Xo, ", Xn].

Ejemplo 5.6 Hallar el polinomio interpolador para la funcion f(x)=2x>+x*+2x+8, usando
los puntos x,=1 (my=1) y x;=-1 (m;=0)

Se trata de hallar un polinomio P de segundo grado con las condiciones
P(1)=f(1)=13, P’(1)=f*(1)=10 y P(-1)=f(-1)=5.

Sea P(X):8.2X2+31X+ao el polinomio interpolador. Entonces:
13=P(1) = ayta;+a,
11= P’(l) = 2a2+ ai

5 =P(-1)= ay-a;+a,

Resolviendo el sistema se obtiene la solucion a,=3, a;=4, a,=6 y el polinomio interpolador
es P(x)=3x"+4x+6. La diferencia dividida es f[1,1,-1]=3.

Observacion 5.7 En la demostracion del teorema 5.1 se obtiene el polinomio interpolador
como solucion de la igualdad I'(P)=(y,,*,y,)-

Haciendo e,=(1,0,...,0); €1=(0,1,0,-+,0), ..., €g=(0,-+,0,1) se tiene:
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P=T"1(Yo,,Ye)= T"1 (Yoot +Yefg)= Yo I (Bo)++yg [-1(g)

Una solucion al problema de interpolacion se obtiene calculando los polinomios I'-!(ej),

polinomios que soélo dependen de la distribucion de puntos elegida y no de la funcion a
interpolar.

Teorema 5.8 Sea f:[a,b]— R y sean Xo, ", XpE€[a,b]. Sean P, el polinomio interpolador de f

en Xo, ", Xn y Py1 el polinomio interpolador de f en X,, ", Xy.1. Entonces:
Py(x) = Pn1(X) + X0, " Xn] (X-X0)**(X-Xn-1)

Demostracion:
Sea En(x)=Pn(x)-Pn.1(x). Entonces: En(Xo)==En(Xn-1)=0, ya que ambos polinomios
coinciden con f en los puntos indicados.

Entonces: En(x)=Ku(x-X0)"(X-xp.1) (ndtese que el resultado es valido también si hay puntos
repetidos).

Calculando su coeficiente de grado n: Ki=1[X0,**,Xn]-0.

Resumiendo: Py(X)=Pp.1(X)+En(X)=Pn1(X)H] X0, Xn](X-X0 ) (X-Xn-1)

Corolario 5.9: Sea f:[a,b]— R y sean x,,,x,€[a,b]. Sean P, el polinomio interpolador y

z€ [a,b]. Entonces: f(z)=Py(z)+ f[Xo, ", Xn,Z](2-Xo) " (Z-Xp)

Demostracion:

Sea P+ el polinomio interpolador de fen X, **,Xp,Z.

Por el teorema 5.8 P (X)=Pn(X)+ X0, **,Xn,Z](X-X0)"**(X-Xp)
Sustituyendo z en dicho polinomio se tiene:
f(z)=Pn+1(2)=Pn(2)+ {[X0,** X1, Z](Z-X0 )" (Z-X1)

Comentario 5.10: En el corolario 5.9 hemos llamado z al punto de calculo para mantener
como X el nombre de la variable. La formula que emplearemos en lo sucesivo es
f(X)=Pn(X)+ X0, ", Xn,X](X-Xo0)"**(X-Xn)

5.1.2 Principales de tipos de interpolacion.

Los casos mas importantes de interpolacion son:

» [ntepolacion de Taylor: n=0.
Se trata de encontrar un polinomio que coincida con una funcidén en un solo punto
en su valor y en de sus primeras derivadas.

= [nterpolacion de Lagrange: mi=0.
Buscar un polinomio que coincida con una funcién en un determinado niimero de
puntos.

» [nterpolacion de Hermite: mi=1.
Hallar un polinomio que coincida en valor y primera derivada con una funciéon en
varios puntos.
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5.1.3 Preliminares analiticos.

Para el estudio de los errores de interpolaciéon hemos de usar algunos resultados analiticos.

Teorema 5.11 (teorema de Rolle): Sea f:[a,b]— R continua en [a,b] y derivable en (a,b)
verificando f(a)=f(b). Entonces dac(a,b) con f*(a)=0.
Demostracion: Por el teorema de Weierstrass 3X,,yo€[a,b] con f(Xo)<f(x)<f(yo), Vxe[a,b]

(una funcion continua en un intervalo cerrado tiene un méximo y un minimo absolutos).

Si x, € y, son los extremos del intervalo, al ser f(a)=f(b) se concluye que f es constante en
[a,b] y por tanto su derivada es nula en todos los puntos.

En otro caso uno de ellos es un extremo relativo en el interior del intervalo. Llamando o a
dicho punto, se concluye que f*(a)=0.

Teorema 5.12 (teorema de Rolle generalizado): Sea f:[a,b]— R n veces derivable y sean
Xo, ", Xp€[a,b] con f(x,)="=f(x,)=0 (si algun punto apareciese k+1 veces, quiere decir se

anula la funcion y sus k primeras derivadas). Entonces Joc(a,b) con f™(a)=0.

Demostracion: Supondremos x,<-<x,. Haremos la demostracion por induccion.
Supongamos n=1:

Si x,=X. la consideracion hecha dice que la condicion es £°(x,)=0, y X, es el punto indicado.

En otro caso, por el teorema de Rolle Ja€(x,,x;) con £*(a)=0.

Supongamos que el resultado es cierto para n-1:
Ordenando los puntos si no lo estuvieran supondremos X,<+*<Xx;

Si x;<xj:1, por el teorema de Rolle, Joie(x;,Xi+1) con £ (a;)=0.

Si k+1 elementos consecutivos de la sucesion coinciden x=-=Xj, S€ tiene que
f (xi)z--:f(k)(xi)zo. Haciendo oi=x;, ***, & j+k.1=X; podemos escribir f*(a ;)="=f"(at j+k-1)=0.
Concluimos que f’(a o)=""=f"(0tn-1)=0.

Por la hipétesis de induccion Jae(a,b) con (f ™D 0)=0.

Se concluye que f™( a)= (£)""( a)==0.
De ahi el resultado.

Corolario 5.13: Sea f:[a,b]— R n veces derivable y sean X,, -+, X,€ [a,b]. Entonces:

()

n!

Jae(a,b) con f[Xe,,Xn]=

Demostracion: Sea la funcion P(x) el polinomio interpolador de f en Xo,',xn y sea
E(x)=t(x)-P(x).
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Entonces: E(x,)="=E(x,)=0.
Por el teorema 5.12: Jae(a,b) con E™( a)=0.

Asi pues: 0= E(“)( o) = f(“)( (X)-P(n)((x)= f(“)(a)-n!-f[xo,---xn] = {[Xo," Xn]= S (n)('a)
n!

5.2 Interpolacion de Taylor y acotacion del error.

5.2.1 Polinomio de Taylor

Seglin se explica en el apartado anterior el problema de interpolacion de Taylor es el de
hallar un polinomio que coincida con una funcién en un punto, tanto en su valor como en el
de sus k primeras derivadas. Dicho con la notacién 5.2 coincide en X,,",X, (no+1 veces).
Para resolverlo vamos a aplicar la observacién 5.7.

Lema 5.14 Dado un punto X,, un orden de contacto myt+1 y usando la notacion de la
observacion 5.7 se tiene que T (ey) = %(x—xo)k

Demostracion:

Se trata de encontrar el polinomio P(x) con I'(P)=e. En otras palabras:
P(xo)= P(x0)==P"D(x)=0; P (x0)=1; P*"V(x0)== P™(x)=0

Por cumplirse las primeras condiciones el polinomio ha de ser multiplo de (x-X,)".
Como todas las derivadas de orden mayor de k de este polinomio son nulas, bastara con
multiplicar por una constante y ajustarla para que P®(x,)=1.

P()=M(x-xo)< = 1 = PV (x)=Mk! = Mzé

De ahi el resultado.

Observacion 5.15: En el lenguaje de diferencias divididas el resultado anterior indica que

()
f[xo,“',xo]:% , cuando el punto aparece k+1 veces.

Corolario 5.16 El polinomio que interpola a la funcion f(x) en el punto x, con orden de

! (my)
contacto my+1 es f(xo)+%(x—xo)+---+ / ('xo) (x—2x,)"
' m,!

Definicion 5.17 Dada la funcion f(x) se llama polinomio de Taylor de grado m, en el punto

S (%) f(mO)(xo)
m!

T (x—x) + == (x —x)"™

X, al polinomio f(x,)+
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Ejemplos 5.18 Los polinomios de Taylor en x,=0 de algunas funciones son

2 n
X, R T
f(x)=e"; P(x) 1+1'+2!+ +n!
X x xS . x2n+1
f(x)=senx; PX)=———+——"4(-1)
130 5! (2n+1)!
x2 x4 x2n
f(x)=cos x; PX)=1-——+——"+(-1)"
21 41 (2n)!

Ejercicio 5.19 Comprobar que el polinomio de Taylor de f’(x) de grado m, en el punto X,
es la derivada del polinomio de Taylor de grado m,+1 de f(x) en el mismo punto.

Ejercicio 5.20 Hallar el polinomio de Taylor de f(x) de grado n en el punto x,=0 de la
funcion f(x)=+/1+x

5.2.2 Error de interpolacion

Teorema 5.21 (teorema de Taylor): Sea f:[a,b] = R n+1 veces derivable y sean x,,x€ [a,b].

Entonces:

Jae(X0,X) con f(x)= f(xo)+M(x—xo)+---+m(x—xo)" +M(x—xo)’Hl
1! n! (n+1)!

Demostracion:
Consideremos P,(x) el polinomio de Taylor de f en x, de grado n.

Por el corolario 5.16 se trata del polinomio interpolador de f en x,,"*,X, (n+1 veces).

Por el corolario 5.9 se tiene f(X)=Pu(X)+]Xo, ", X0,X](X-X0) " (X-Xo)

£ @)

Por el corolario 5.13 da€(X,,X) con f[Xe,**,X0,X]=
(n+1)!

Resumiendo: f(x)= f(x0)+f'( 0)(x x,)+ +f(n)( 0)(x x,)" +f((%)i)0[')(x—xo)"+l
n+1)!

Corolario 5.22: Sea f:[a,b] >R n+1 veces derivable y x,€ [a,b]. Sea Py(X) el polinomio de

Taylor de fen x, y sea M+ ;>0 verificando que Vxe[a,b]: [{™ V(x)|< Mp+1 Entonces:

VxElabl: 00-P0E s oo™

. f(n+1)(a)
Demostracion: Por el teorema de Taylor f(x)-Py(x)= W
n+1)!

(x-Xo)™", para algun

0E(Xo,X).

[ @) e

Entonces: [f(x)-Pn(x)|= (n+1)! _(n+1)!
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Comentario 5.23: La idea de la interpolacion es calcular un nimero que aproxime el valor
de una funcién en un punto aproximdndolo por el valor del polinomio interpolador.
Llamando error de la interpolacion a la diferencia entre el valor real y el valor aproximado,
el corolario 5.22 nos da una expresion para el error de aproximacion de Taylor.

Ejemplo 5.24: Calcular el valor de Je con un error menor que una centésima.

Se trata de calcular f(0,5), donde f(x)=¢".
Tomando como punto x,=0 y teniendo en cuenta que f*(x)=¢*, tenemos

Vx e[0,0,5]: [f"(x)| = €< * = /e < 2 Tomamos, pues M, 1=2.
Una cota del error es:

— Mn+l | ntl_ 2 n+l
" (n+1)! (n+1)!

Calculando esta cota de error para diversos valores de n, tenemos:
E=0,25; E,=0,04; E;=0,005

_xo .

2 3
X X X

ISR o (0 WP L () DO Lo ()) DR S
Para n=3: P3(x)= f(0)+ T (x-0)+ o (x—=0)"+ 3 (x-0) _1+1!+2!+3!
0,5 057 0,5

Entonces P5(0,5)=1+ " + 5 + 3 =1,645833333

El valor exacto es \/E =1,64872127

5.3 Interpolacion clasica de Lagrange: método de los
coeficientes indeterminados.

El problema clésico de interpolacion, estudiado por Lagrange es el de buscar un polinomio
de grado n que coincida con una funciéon dada en n+1 puntos conocidos.

Se trata del problemas resuelto por el teorema 5.1, con my="-"=m,=0.

Ejemplo 5.25 Hallar el polinomio interpolador de una funcién que verifica f(1)=1, f(2)=3,
f(3)=7,

Como se tienen los valores en tres puntos se trata de hallar un polinomio de segundo grado
Py(x)=a,+a x+arx’, que coincida con f(x) en dichos puntos.
Entonces: 1=f(1)=P,(1) = a,+ a;+ a,

3:f(2):P2(2): a,t2a;+4a,

7=1(3)=P,(3)= a,*+3a;19a,
Resolviendo el sistema se tiene la solucion a,=1, a;=-1, a,=1, y el polinomio interpolador es
Py(x)=1-x+x"

El teorema 5.1 nos garantiza le existencia y unicidad de la solucidon de este problema. El
método aqui descrito es conocido como método de los coeficientes indeterminados.
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5.3 Meétodo de Lagrange para la interpolacion polindmica.

El método de Lagrange consiste en aplicar la observacion 5.7 al caso que estamos tratando.

Proposicion 5.26 (férmula de interpolacion de Lagrange): Sea f:[a,b]->R y sean

Xo, ", XnE[a,b]. Entonces el polinomio interpolador de la funcion f en los puntos X, X, €S

P(x)=f(Xo)-Lo(X)+++{(Xn)-La(X), donde Li(x)= (x—xp)-(x =X )(x—x,, ) (x—x,)

X, = X)X =X )% = x) (X, — x,,)
Demostracion: Segun la observacion 5.7 y utilizando su notacion bastard con comprobar
que I’ (e)=Li(x).
Se trata de encontrar el polinomio L;(x) de grado n verificando:
Li(Xo)==Li(xi-1)=Li(Xi+1)="=Li(xn)=0; Li(x;)=1.

Por las condiciones de nulidad el polinomio Li(x) es divisible por cada uno de los factores
(x-Xj) con j#i y por tanto por (X-Xo) **(X-Xi-1)(X-Xi+1) **(X-Xn). Como ambos polinomios tienen
grado n: Li(x)=Ki(X-Xo) *(X-Xi-1)(X-Xis+1)** (X-Xp)

Ademas:
1

(x; = X0)e(x; = X, (X — X, ) (x; — x,)
(x=x))-(x=x )x=x,)(x=x,)
(x, =%, ) (X, — X, )X, =X, ) (X, — x,)

1=Li(x:)=Ki (Xi-Xo0)*(Xi-Xi- 1) (Xi-Xi+1)* (Xi-Xn) = K, =

Asi pues: Li(x)=

Definicion 5.27: Dados X,,"*,x,€R se llaman polinomios de Lagrange para esos puntos a los

(x—xp)--(x—x )X —x,, ) (x—x,)

(xi - xO)"'(x[ — X )(xi - xm)"'(xi - xn)

polinomios Li(x)= ., con i=0, - n.

Ejemplo 5.28 Repetir el ejemplo 5.25 utilizando los polinomios de Lagrange.

Se trata de buscar los polinomios Ly(x), Li(x) y L3(Xx) para los puntos x,=1, x;=2, x,=3.

LO(X)ZW _1 x2- 3 x+3 Ll(x)zw =-x*4+4x-3
1-2)1-3) 2 2 2-D(2-3)
L,(x)= @=D=2) 1 x*- 3 x+1

3-D)3-2) 2 2
El polinomio interpolador es

P(x)=f(1)Lo(x)*+(2) L (x)+f(3)- Lo(x)=1" ze —%x + 3) +3+(-x*+4x-3)+7 G X —%x + 1) =

=x>-x+1
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5.4 Método de Newton.

El método de interpolacion Newton consiste en utilizar las diferencias divididas en el
calculo del polinomio interpolador. En todos los casos supondremos que la funcién a
interpolar es derivable tantas veces como requiera el problema, es decir, una unidad menos
que el mayor orden de contacto que se tenga.

5.4.1 Interpolacion de Newton en diferencias divididas

Proposicion 5.29 Sea f:[a,b] >R y sean x,,x,€ [a,b]. Entonces el polinomio interpolador

de f en Xo, "Xy €8 Py(X)=1][Xo0 ] H]X0,X1 | (X-X0 )+ H] X0, ", Xn ] (X-X0) " (X-Xp-1)
Demostracion: Por induccion sobre n.
Si n=0, gr(P,)=0, luego P, es su coeficiente de grado 0, es decir Py(x)=1]X,]

Supongamos que es cierto para n-1. Entonces:
P (X)=1Xo [T Xo,X1 ] (X-Xo )+ H] X0, X0 1] (X-X0) +* (X-Xn-2)

Por el teorema 5.8: P,(X)=Pp.1(X)+ {[Xo0, ", Xn](X-X0) *(X-Xn-1)

Resumiendo:
Pu(x)= %0 ] H[X0,X1 ] (X-Xo) "+ [ X0, Xn-1 ]| (X-X0)"* (X-Xn-2) [ X0, ", Xn | (X-X0 ) (X-Xp-1)

Comentario 5.30: El resultado obtenido en la proposicion 5.29 nos permite calcular de
forma progresiva los polinomios interpoladores de una funcién en una coleccion de puntos,
siempre y cuando se disponga de un procedimiento para calcular las diferencias divididas
de una funcion.

Proposicion 5.31: Sea f:[a,b] >R y sean X,,x,€ [a,b]. Se tienen los siguientes resultados:

(n)
a) Si X="""=Xp: f[xo,"',xo]:f—('x‘)) , en particular f]x,]=f(X,).
n!

SIxx, 1= f1xg,,x, ]

‘xn _xo

b) Si x¢=Xn: f[Xe, " Xn]=

Demostracion:
a) Eslaobservacion 5.15
b) Sea P,(x) el polinomio interpolador de f en X,, ", Xn. Ppn-1(X) el polinomio interpolador
de fen Xo, ", Xn-1 Y Qn-1(x) el polinomio interpolador de f en x;,"*,Xy.

Por el teorema 5.8 se tienen las igualdades:
Pu(x)=Ppn1(x)H[ X0, ", Xn ] (X-X0) " (X-Xn-1) = Pn(X)-Pp1(X)=1[ X0, *,Xn](X-X0) " (X-Xn-1)
Pu(x)=Qun1 ()T x4, Xn ] (X-X1)**(X=Xn) # P(X)-Qu1(X)=H X0, Xn [ (X-X1)*(X-X4)

Asi pues: (Pu(x)-Pn-1(X))(X-Xn)=1] X0, Xn] (X-X0)***(X-Xn-1)(X=Xn)= (Pn(X)-Qn-1(X))(X-Xo)
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Desarrollando y pasando términos de miembro se obtiene:
(Xn=X0)Pn(X)=(X-Xn)Pn-1(X)-(X-X0)Qn-1(X)

Sus coeficientes de grado n son (Xn-Xo){[Xo, **,Xn =t X1, ", Xn|-{[ X0, ", Xn-1]
Despejando se obtiene el resultado.

Ejemplo 5.32 Vamos a repetir el ejemplo 5.6 usando diferencias divididas.
P(1)=t(1)=13, P’(1)=f(1)=10 y P(-1)=f(-1)=5.

En términos de diferencias divididas los datos son f[1]=13, {f[1,1]=10y f[-1]=5.
El polinomio interpolador es Po(x)=f]1]+{]1,1](x-1)+{]1,1,-1](x-1)(x-1).

Nos falta calcular la ultima diferencia dividida. Para ello calculamos antes f]1,-1]:

SI=-_5-18

L
L= S0 24
fL.1-1] oo oo

Po(x)=13+10(x-1)+3(x-1)(x-1)=3x*+4x-6.

Comentario 5.33: Lo hecho en el ejemplo anterior se puede hacer siempre, poniendo los
puntos en cualquier orden, sin mas restriccién que tener en cuenta que los puntos que sean
multiples han de ponerse consecutivamente. Para hacerlo de forma sistematica ponemos en
una columna las primeras diferencias divididas con un solo punto, en una segunda las
diferencias con dos puntos, etc.

Ejemplo 5.34 Construir el polinomio interpolador para los siguientes datos de una funcion
f: f(0)=-5, f(1)=-3, (1)=3, f(2)=5

Hacemos la tabla de diferencias divididas

X | f1xi] fIxi, X1 11X, Xi+1,Xi+2 1]Xi,Xi.1,Xi+2,Xi+3]
0 -5
SO1-/10] _ =3-(5) _y
1-0 1
SIL1]-/10,1] _3-2 _
o -0 1-0
1
F[1,1]=0(1)=3 SILL2]-/10,L1] _ 51 _,
2-0 2-0
1| =3 f[1,2]—f[1,1]=8—3:5
2-1 2-1
SI21-/01_5-(3) g
2-1 2-1
2 5

El polinomio interpolador es P(x)=f[0]+f[0,1](x-0)+f]0,1,1](x-0)(x-1)+]0,1,1,2](x-0)(x-1)(x-1)=
=542x+x(x-1)+2x(x-1)* =2x>-3x*+3x-5
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5.4.2 Interpolacion de Newton en diferencias ordinarias

Un caso particular en que las formulas de Newton se simplifican bastante es cuando los
puntos se encuentran a igual distancia de unos de otros.

Definicion 5.35 Una sucesion de puntos X,, ", X, se dice que esta uniformemente distribuida

si FheR" con xi:1=x;+h, para i=0, -+, n-1.

Observacion 5.36 En un sucesion de puntos uniformemente distribuidos se tienen las
siguientes igualdades:

a) Xin=xitk-h

b) xx~(i-)h

Definicion 5.37 Sea f:[a,b] >R y sea h>0. Entonces:
a) Se llama diferencia de amplitud h de f a la funcion Af:[a,b-h]:—R definida
como Af(x)=f(x+h)-f(x).
b) Se define de manera recurrente la n-ésima diferencia de f como A™ 'f=A(A")..

Observacion 5.38 Aplicando diferencias de funciones a sucesiones igualmente distribuidas
se tiene Af(x;)=f(x;+h)-f(xi)=f(xi+1)-f(xi).

Proposicion 5.39 Sea f:[a,b] >R y sean X,,,xn€[a,b] igualmente distribuidos. Entonces

k
dados 1,k<n con i+k<n se tiene {[x;,"",Xi+k]= Ak{ l(zfl )
Demostracion:
Si k=1: f]x;,Xj+1]= SIx1-f1x] _ f(x,)—f(x) _ Af(x;) _ Af()fl)
Xigg =%, h h 14

Supongamos que es cierto para k-1.
Akilf(xm) B Akilf(’@)
= ST X 1= ST %] e=DMA (k=D
X X, - k-h

i+k i

_ AT () AT () AT () At ()

k=DVE "kl (k=DlkR R kYR

Entonces: f]xi, Xk

Obervacion 5.40: Si tenemos puntos uniformemente distribuidos X,,"*,x, y llamamos s al
X=X, X—X,—ih x-Xx,
h h

, . xX—Xx ) xX-x_. x—-x —+h x—x
Andlogamente, haciendo t= P L se tiene P e "h =

. . X=X, .
polinomio s= —1=5-1.

se tiene que

L +i=t+H
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Teorema 5.40 (féormula de interpolacion de Newton en diferencias ordinarias): Sea

f:[a,b] >R y sean X, xXnE€[a.b] uniformemente distribuidos. Entonces el polinomio

interpolador de en dichos puntos es:
X-X,

P(X)=f(Xo)+ Afl ("‘0) s+ Az/; ('xo) S(s-1 )+ L('xo) s(s-1)(s-n+1), donde s=

Demostracion:

Por la proposicion 5.29 se tiene
Pr(X)=1]Xo [+ ] X0, X 1] (X-Xo) ] Xo, ", Xn ] (X-Xo0)**(X-Xn-1)

Aplicando la proposicion 5.39:
Af(xy) INVAED) A" f (%)
Po(x)=f(Xo )+ ——2 (X-Xo )+ ———% (X=X, )(X-X )+ 4+ ——"92 (XX, ) *(X-Xp.1 )=
(0=Hxo+ SEEE Gonopt 30 (xexo) (e ot 22T (o) (k)
fi(xo)+ Af(x,) XX +A2f(xo) XXy XX - A" f(x,) XXy XX
! h 2! h h n!-h" h h
Aplicando la proposicion 5.40 se obtiene la formula indicada.

Comentario 5.41 La formula de Newton en diferencias ordinarias, aparte de ser mas
sencilla de recordar que la de Newton en diferencias divididas, requiere de menos
operaciones y, ademads, utiliza unos cuantos polinomios fijos, por lo que es de uso mas
sencillo, ya que estos polinomios pueden estar mas estudiados, o se pueden tener tabulados.

(k)
Notacion 5.42: Se consideran los polinomios s®=g(s-1)-(s-k+1) y [Zj = Sk_'; (;jﬂ.

Observacion 5.43: Usando la notacion 5.42 la formula de interpolacion de Newton queda

Pty A0 o A () .., A7) SV—f(x,) (S j +Af(xo) (Sj et AT(x,) (S j
I 21 7l 0 I n

Ejemplo 5.43 Hallar el polinomio interpolador para los siguientes datos:f(-1)=-1, f(1)=-1,
f(3)=5, f(5)=59

Como se trata de puntos uniformemente distribuidos, podemos usar la férmula de Newton
en diferencias ordinarias. Primero construimos la tabla de diferencias:

xi | f(x) Af(x;) A (x)) A 1(xi)
1|7

f(1)-f(-1)=-1-(-7)=6
Lo]-l Af(1)-Af(-1)=6-6=0

f(3)-f(1)=5-(-1)=6 A*f(1)-0(-1)=48-0=48
313 AF(3)-Af(1)=54-6=48

£(5)-f(3)=59-5=54

5 59

Asi el polinomio interpolador es f(x)=-7+% s+% s(s-l)+% s(s-1)(s-2), donde S:xTH
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Teorema 5.44 (formula de interpolacion de Newton en diferencias descendentes): Sea

f:[a,b] >R y sean X, XnE€[a.b] uniformemente distribuidos. Entonces el polinomio
interpolador de en dichos puntos es:

Po(x) =)+ 2L (1"%1) LA 2()'6,12)

Demostracion : Considerando los puntos en orden inverso se tiene:

t(tH1)++

A" f(x)
!

t(t+1)-(t+n-

Po(X)=1]Xn [ Xn,Xn-1 ] (X=Xn) [ X0, Xn-1,Xn-2 | (X=X (X=X x-1 ) Xny X0 (X-Xn) (X=X )=

—f( n) Af( X 1)( n) Lx’z’*z)(x-xn)(x-xn_l)—f—--ﬁ- L(fo)(x-xn)-"(x-xl)Z
21'h n'-h
— f(x)t Af(xn_l) XX, Azf(x;_z) XXy XXy A" f(x) XX, XX _
11-h h 21-h h h nl'h" h h

= f(xp)+ af (1):"1) t+ 8’y ;C”) t(t+1)+-+ Nf—('xo)t(tﬂ)"-(ﬁn-l)

Ejemplo 5.45: Hallar el polinomio interpolador del ejemplo 5.43 usando diferencias
descendentes.
Usando la misma tabla ya calculada el polinomio interpolador es

Py(x)=)= 59+ﬁt+ﬁt(t+1)+4—t(t+1)(t+2) donde t—TS

5.5 Acotacion del error en la interpolacion de Lagrange.

Proposicion 5.46 Sea f:[a,b] >R y sean X,, xn€[a.b]. Sea Py(X) polinomio interpolador

(n+1)
de f en X,, Xn. Entonces Vx€[a.b] Jag[a,b] con f(x)=Pn(x)+ w(x—xo)- “(x—x,)

(n+1)!
Demostracion: Por el corolario 5.9  {(x)=Pn(X)H]Xo, " *,Xn](X-Xo)"*(X-Xp)
(n+1)
Por el corolario 5.13 Ja€[a,b] con f[xo, ", Xn]|= M
(n+1)!
")
Se concluye que f(x)=Py(x)+ —=(x—x,) - (x—x,)

(n+1)!

Corolario 5.47 (error de interpolacion): Sea f:[a,b] >R y sean x,, Xn€[a.b]. polinomio

interpolador de f en Xo,Xn. v sea My ;>0 verificando que Vxe[a,b]: [f" D(x)|< My

Entonces: Vx€[a,b]: |f(x)-Pn(x)|< M, [(X-Xo) * (X-Xp)|

+1)!
Demostracion:
] B f(n+1)(a)
Por el teorema anterior: f(x)-Pn(x)= ——=(x—x,) " (x—x,)
(n+1)!
(n+1)
Entonces: |f(x)-Pn(X)|= ‘f i)')‘ |( —x,)(x— ”*11)' |(x X,)"



14 Tema 5 — Interpolacién de funciones

Observacion 5.48: Noétese que en la demostracion anterior no se ha empleado si los puntos
son iguales o distintos, asi que es valida para todos los casos. Ya la habiamos obtenido para
la interpolacion de Taylor (ademas con la misma demostracion esencialmente) y nos servira
para la interpolacién de Lagrange y para la interpolacion de Hermite que veremos en el
siguiente epigrafe.

5.6 Interpolacion de Hermite.

Seglin vimos en 5.1.2 la interpolacion de Hermite consiste elegir varios puntos y una
funcion de la que conocemos tanto su valor como su derivada en dichos puntos.

Definicion 5.48: Sea f:[a,b] >R derivable y sean x,,* x,€[a.b] puntos distintos. Se llama
polinomio interpolador de Hermite en dichos puntos al unico polinomio de grado<2n+1
P(x) verificando P(xi)=f(x;), P’(x;)=f"(xi), para i=0,--,n

Observacion 5.49: La existencia y unicidad del polinomio de Hermite viene dada por el
teorema 5.1. Para su calculo se puede utilizar el método de las diferencias divididas ya
explicado en 5.4.1 teniendo en cuenta que fx;,x;]=f"(X;)

Ejemplo 5.50 Hallar el polinomio interpolador de Hermite en los puntos -1, 0, 1 de una
funcion f(x) que verifica f(-1)=3, £'(-1)=-5, f(0)=1, £(0)=0, f(1)=5, £(1)=11

Solucion: Construimos la tabla de diferencias divididas

xi | fxi] | fxiXi1] XX+ 1,Xir2] | X oXies] | 11X, Xiv4] X, Xi+5]
-113
P(-1)=-5
13 2-(-5) _,
0-(-1)
-3 2-3
0-(-D 0-(-1)
0|1 0-(-2) _, - _,
0-(-1) 1-(=1)
£(0)=0 4-2 _, -1 _
1-(=1) 0-(-1)
0 |1 4-0_, -1,
1-0 1—(—1)
5.1 7-4
1-0 1-0
1|5 11-4
1-0
P(1)=11
1 |5

El polinomio de Hermite es Ps(x)=3-5(x+1)+3(x+1 Y- 1(x+1)*x+1(x+1)2x*+0(x+1)*x*(x-1)
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Comentario 5.51 En la proposicion 5.26 utilizabamos los polinomios de Lagrange
Li(x)= (x—=xp)e(x=x_ )(x—x,,)(x—X,)

(6 = %) = X, )X = X3, (X = x,,)
soluciéon del problema de interpolacion de Lagrange. En la siguiente proposicion
construimos una férmula equivalente par la interpolacion de Hermite.

para dar una expresion explicita de la

Proposicion 5.52 Sea f:[a,b] >R derivable y sean X, XnE€[a.b] puntos distintos. El

polinomio interpolador de Hermite en dichos puntos es:

P(x)=f(xo)- Ho(x)+f(xo): Ho (X)++ f(xn) Ha(x)+F(x0): Ha (x), donde

Hi(0)=(-2-L (x)(x-x))F 1) Li(x)? v H: (x)=(x-x:)-Li(x)?, siendo Li(x) los polinomios de
Lagrange.

Demostracion:

En virtud de la observacion 5.9 la solucién es la indicada si méas que obtener los elemento
alli indicados como T-!(gj). En nuestro caso se trata de hallar cuales son los polinomios

Hi(x)y H i (x) de grado <2n+1 que verifican:

Hi(Xi):l; Hi,(Xi):O; Hi(Xj):Hi’(Xj):O Sl_]Il

Hi (xi)y=1; H,’(x)=0; H ()= H,*(x)=0 si jo=i

Por ser Hi(xj)=Hi’(x;)=0, se tiene que (x-xj)2|Hi(x) Vj=i, de donde Li(x)* | Hi(x) =
Hi(x)=Q(x)-Li(x), para cierto polinomio Q(x).

Entonces gr(Q)=gr(H;)-2-gr(L;)<2n+1-2n=1.

Resumiendo Hi(x)=(Ax+B)-Li(x)*, para ciertos A,BER

Andlogamente se tiene H i (x)=(Cx+D)-Li(x)*, para ciertos C,DER

Sélo nos falta calcular los valores de A, B, C y D. (recordemos que Li(x;)=1)
1=Hi(x))=(Ax{+B)Li(x;)’=Ax;+B

0=H;"(x;)=A-Li(x;)*+(Ax{+B)-2Li(x{)L;’(x;) = A+2L;’(x;) (hemos hecho uso de la primera
igualdad obtenida).

Entonces: A=-2L;’(x;) y B=1-Ax;
Ax+B=Ax+1-Axi=A(x-xj)+1=-2L;" (x;)(x-xi)+1 = Hi(x)=(-2-L;’(x;)(x-x;)+1)-Li(x)*

Calculamos ahora C y D:

0= H. (x)=(Cx+D)-Li(x))’=Cx+D
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1:[i]i ,(Xi):C'Li(Xi)z-l-(CXﬁ'D)'2L1(Xi)Li’(Xi)z C = D:-CXiZ-Xi

Se concluye que H: (x)=(Cx+D)-Li(x)’= H: (x)=(x-x;)-Li(x)?
Conjugando los polinomios obtenidos con la observacion 5.9 se obtiene el resultado.

Ejercicio 5.54: Comprobar que L;’(x;)= ! 4+t ! + ! 4o !
X =X X=X XX X, —X

1 n

i

Ejemplo 5.55: Hallar el polinomio interpolador de Hermite para los siguientes datos
f(1)=5, £(1)=2, f(2)=3, £(2)=4

Soluciodn:

Hallamos los polinomios de Lagrange y sus derivadas.

Lo(x)= x-2 —x+2; Lo, (1)=-1
1-2
x—1
Li(x) =——=x-1 L;(2)=2
1(x) STl 1’(2)

Los polinomios de Hermite son:
Ho(X)=(-2"Lo’ (Xo)(X-Xo )+ 1) Lo(X)*=(-2-(- 1 )(x-1)+1)-(-x+2)*=2x>-9x*+12x-4

H o (X)=(x-%0)Lo(X)2=(x-1)(-x+2)2=x-5x>+8x-4
H,(x)=(-2"L"(x1)(x-x1 )+ 1) L1 (x)*=(-2-1(x-2)+1)(x- 1 )*=-2x>+9x>- 1 2x+5

Hi (x)=(x-x1)L1(x)*=(x-2)(x-1)*=x’-4x’+5x-2

El polinomio buscado es

P(x)=f(xo)- Ho(X)+F(x0): Ho(x)H(x1) Hi(x)+£(x1)- H1(x)=
=5(2%°-9X*+12xX-4)+2-( X -5x*+8X-4)+2-(-2x>+9x*- 1 2x+5)+4-( x>-4x*+5%-2)=
=10x>-44x>+60x-21



